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Ejercicio 1. Opcién A. Algebra

En una estanteria de una biblioteca hay ensayos, novelas y biografias. Tres de cada dieciséis
libros de la estanteria son ensayos. Las biografias junto con la tercera parte de los ensayos
exceden en dos a las novelas. Si retiraramos la mitad de los ensayos y la quinta parte de las
novelas quedarian ciento cinco libros. Calcule el namero de libros de cada clase que hay en la
estanteria.

Solucién:

Definicion de variables: Sean x el nimero de ensayos, y el nimero de novelas y z el naimero de biografias.
El ntimero total de libroses T'=x + y + z.

Planteamiento de las ecuaciones:

Tres de cada dieciséis libros son ensayos:
T 3

——=— = 16z=3 = 13z -3y—32=0

TR T x=3x+y+2) x — 3y — 3z

Biografias mas un tercio de ensayos exceden en dos a las novelas:
z+§:y+2 = 3z+2=3y+6 = z—-3y+32=6

Al retirar la mitad de ensayos y la quinta parte de novelas quedan 105 libros:
x y)
—(=+=) =105
(x+y+2) (2 + 3

Multiplicando por 10:
10(z +y + 2) — (bx +2y) = 1050 = 10z + 10y + 10z — bz — 2y = 1050 = 5z + 8y + 10z = 1050
Sistema de ecuaciones:
132 —3y—32=0
z—3y+32=6
5z + 8y + 10z = 1050

Discusion del sistema (Teorema de Rouché-Frobenius):

13 -3 -3
Matriz de coeficientes A= 1 -3 3
5 8 10

Calculamos |A|:
|A| =13(—30 —24) — (—3)(10 — 15) + (—3)(8 — (—15))
=13(—54) + 3(—5) — 3(23)
= —702 — 15— 69 = —786

Como |A| = —786 # 0, Rg(A) = 3. El rango de la ampliada A* también es 3. Como Rg(A) = Rg(A*) =3
(namero de incognitas), el sistema es Compatible Determinado (S.C.D.).

Resolucion por Regla de Cramer:

0 -3 -3
6 -3 3
L, [1050 8 10| _ 0(=30 —24) — (=3)(60 — 3150) + (~3)(48 — (=3150)) _ .,
- |A| - —786 -
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13 0 -3
1 6 3
_ |5 1050 10| _ 13(60 - 3150) — 0+ (~3)(1050 —30) ___
v= A - —786 -
13 =3 0
1 -3 6
5 8 1050  13(—3150 — 48) — (—3)(1050 — 30) + 0
2= _ — 49
IA] —786

En la estanteria hay 24 ensayos, 55 novelas y 49 biografias.
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Ejercicio 2. Opcién A. Analisis

Sea la funcion

2z + 1

f(z) = x
2 —4x4+3 x>0

x <0

a) Estudie la continuidad de f(x) en R.

b) (Es f(x) derivable en x = 0 ? Justifique la respuesta.

c) Calcule, si existen, las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.

d) Determine para x € (0,00) el punto de la grafica de f(x) en el que la pendiente de la
recta tangente es nula y obtenga la ecuacion de la recta tangente en dicho punto. En el
punto obtenido, jalcanza f(x) algin extremo relativo? En caso afirmativo, clasifiquelo.

Solucién:

a) Estudie la continuidad de f(x) en R.

Continuidad por intervalos:
— Paraz <0, f(z) =2+ 1. Continua en (—00,0).
— Para z > 0, f(z) = 22 — 42 + 3. Continua en (0, ).

Continuidad en z = 0:

f(0) =3.

lim, o+ f(7) = lim,_,o+ (2% — 42 + 3) = 3.

Como el limite lateral izquierdo es infinito, la funcién no es continua en x = 0.

’ f(x) es continua en R — {0}. En = = 0 presenta una discontinuidad infinita.

b) ;Es f(x) derivable en x = 0 ? Justifique la respuesta.

No es derivable en z = 0 porque no es continua en x = 0.

’f(w) no es derivable en x = 0 porque no es continua en x = 0.

c) Calcule, si existen, las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.
Asintotas Verticales:

En z =0,
lim f(z) = -0

x—0~
Hay asintota vertical en x = 0.
Asintotas Horizontales:
lim f(z)= lim (241/z)=2
xr—r—00

r—r—00
Hay asintota horizontal y = 2 cuando x — —o0.
. _ . 2 o _

No hay asintota horizontal cuando z — +o0.
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d)

Asintotas Oblicuas: No hay cuando x — —oo (por haber horizontal).
Cuando = — +o0:
f(z)

. . 2 —4x+3
m= lim — = lim —— =
r—r+00 X Tr—r+o0 xX

+00

No hay asintota oblicua.

Asintota vertical en x = 0.

Asintota horizontal y = 2 (cuando x — —o0).

Determine para x € (0,00) el punto... extremo relativo?
Para z € (0,00), f(z) = 2% — 4z + 3.
fl(x) =22 —4.
flx)=0 = z=2.
f(2) = —1. Punto (2, -1).
Recta tangente en (2, —1) es y = —1.
Clasificacion del extremo:
fl@)=2 = f(2)=2>0 —
Hay un minimo relativo en x = 2.

Tabla de monotonia en (0,00):

Intervalo (0,2) | (2,00)
Signo de f’(x) — +
Comportamiento de f(x) | \,

Punto: (2,—1). Recta tangente: y = —1.

En (2, —1) hay un minimo relativo.

&
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Ejercicio 3. Opcién A. Geometria

Sean el plano w = z =z y los puntos A(0,—1,0) y B(0,1,0) pertenecientes al plano .

a) Silos puntos A y B son vértices contiguos de un cuadrado con vértices {A, B,C,D} que
se encuentra en el plano 7, encuentre los posibles puntos C y D.

b) Si los puntos A y B son vértices opuestos de un cuadrado que se encuentra en el plano
7, determine los otros dos vértices del mismo.

Solucién:

a) Silos puntos A y B son vértices contiguos de un cuadrado con vértices {A, B,C,D} que
se encuentra en el plano 7, encuentre los posibles puntos C y D.
El plano 7 = 2 — z = 0. Vector normal 7 = (1,0, —1).
Puntos A(0,—1,0) y B(0,1,0) estan en .

Vector del lado conocido: AB = (0,2,0). Longitud L = 2.
Determinacion del vértice D: Sea D = (zp,yp, 2p).

Condicién 1:
Denr = zp=uxp

Asi D = (zp,yp,zp).

Condicién 2:

AD | AR

Vector zﬁ = (zp,yp + L, zp).
AD - A =2(yp+1)=0 = yp=—1. Asi D = (zp,—1,zp).

AD| = L =2

|@|2:x2D—|—02—|—x2D=2x2D=4 — rp=4V2

Condicién 3:

Calculo de los vértices C y D:
Posibilidad 1: D; = (v/2,-1,v2). AD; = (v/2,0,v/2). C; = B+ AD; = (0,1,0) + (v/2,0,v/2) =
(V2,1,V2).

Dy

Posibilidad 2: Dy = (—v/2, =1, —v/2). ADy = (—/2,0,—/2). Cy = B+A
(7\/53 1; 7\/5)

=(0,1,0)4+(—v2,0,—V2) =

Solucién 1: C(\/E, 1, \/5), D(\/i, -1, \/5)
Solucién 2: C(—v2,1,—v2), D(—V2, -1, —V/2)

b) Si los puntos A y B son vértices opuestos de un cuadrado que se encuentra en el plano
7, determine los otros dos vértices del mismo.

Centro del cuadrado:
A+ B

2

M = =(0,0,0)

Determinacion de los otros vértices C y D:
Semidiaugon‘a—l%]\fﬁl> = (0,—-1,0),
Longitud |[MA| = 1.
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W debe ser perpendicular a m y estar en .

C = (zc,y0,70). MC = (v¢,yc,w0)

M@J\?Z =—yoc=0 = yc =0. Asi C = (z¢,0,20).
IMC]2 = |MAP = 202 =12 = z¢ = £%2.

Los vértices C y D:
C= (%a&?) y
D= (—¥2,0,—%).

2

. V2 V2 V2 V2
Los otros dos vértices son 7, ,7 y —7, ) 7

&
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Ejercicio 4. Opcién A. Probabilidad

En una comunidad auténoma tres de cada cinco alumnos de segundo de bachillerato estan
matriculados en la asignatura de Matematicas II. Se eligen 6 alumnos al azar de entre todos
los alumnos de segundo de bachillerato. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos estén matriculados en Matemati-
cas II.

b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos esté matriculado en Matematicas II.

c) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos, calcular,
aproximando la distribucién binomial mediante una distribuciéon normal, la probabilidad
de que mas de 60 de estos alumnos estén matriculados en Matematicas II.

Solucién:

a) Calcular la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos estén matriculados en Matemati-
cas II.

Sea p = P(Matriculado en MII) =3/5=0.6. ¢=1—p=0.4.
n=6. X ~ B(6,0.6).

P(X =4)= (Z) (0.6)*(0.4)% = 15 - (0.1296) - (0.16) = 0.31104

|P(X =4)=0.31104]

b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos esté matriculado en Matematicas II.
n = 6.

6

P(X21)=1—p(xzo):1_(0

>(0.6)0(o.4)6 =1-(0.4)% =1—0.004096 = 0.995904

[P(X >1) = 0995904

¢) Aproximando por normal, probabilidad de que méas de 60 de 120 alumnos estén matricu-
lados.

N =120. Y ~ B(120,0.6).

Aproximar por Y’ ~ N(u,o?).

pw=Np=120 x 0.6 = 72.

02 = Npg =120 x 0.6 x 0.4 = 28.8. ¢ ~ 5.3666.

Condiciones Np > 5, Nq > 5 se cumplen. Y’ ~ N(72,28.8).

P(Y > 60) ~ P(Y' > 60.5).

Estandarizar: Z = Y=, P(Y' > 60.5) = P(Z > S05-12) ~ p(7 > —2.14).
P(Z > —2.14) = P(Z < 2.14) = 0.9838.

|P(Y > 60) ~ 0.9838 |
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Ejercicio 1. Opcién B. Algebra

Se consideran las matrices reales

11
A:(lllg ! _’“1> B=|1 -1
1 0

a) Calcule para qué valores del parametro k tiene inversa la matriz AB. Calcule la matriz
inversa de AB para k = 1.

b) Calcule BA y discuta su rango en funcién del valor del parametro real k.

c) En el caso k = 1 escriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales con tres
incoégnitas cuya matriz de coeficientes sea BA.

Solucién:

a) Calcule para qué valores del parametro k tiene inversa la matriz AB. Calcule la matriz

inversa de AB para k = 1.
k 2
an= (5 2)

|AB| = k(k — 3)
Tiene inversa si kK # 0y k # 3.

L (1 2 _ i (0 =2y _ [0 1
Para k = 1: AB_(1 O>.|AB|— 2. (AB)™ = =5 <_1 1>—<1/2 _1/2>'

AB tiene inversa si k € R — {0, 3}.

Para k=1, (AB)™' = (1(/)2 —11/2)

b) Calcule BA y discuta su rango en funcién de k.

1+ 0 k-1

BA=|1-k -2 k+1
1 —1 k
|BA| = 0 para todo k. Rg(BA) < 3.
-2 k+1|

Menor 1 p | = —k+1.
Si k # 1, menor no nulo = Rg(BA) = 2.

2 0 0
Sik=1,BA=|0 —2 2

1 -1 1
Menor 0 _2’ =-4+#0 = Rg(BA) =2.

’Rg(BA) = 2 para todo k € R.
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c) En el caso k = 1 escriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales con tres
incoégnitas cuya matriz de coeficientes sea BA.

2 0 0
Parak=1,BA=|0 -2 2|. Rg(BA)=2.
1 -1 1

Buscamos ¢ = (¢q, ¢2, c3) tal que Rg(BA|C) = 3.

La relacion entre filas es F3 = 1 Fy + 1 F,. Para que sea incompatible, c5 # 3¢1 + 3¢o.
Elegimos ¢1 = 2,¢o = 0. $(2) + 3(0) = 1.

Tomamos c3 = 0 # 1.

El sistema incompatible es:

20 =2
—2y+22=0
r—y+2=0
2 =2
Un sistema incompatible es: ¢ —2y + 2z =0
r—y+2z=0
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Ejercicio 2. Opcién B. Analisis

Sea la funcion

T six <0
F() = {wln(w) siz >0

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f(x) en x = 0.

b) Estudie los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x), asi como los maximos
y minimos relativos.

c) Calcule flz f(x)dz.

Solucion:

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f(x) en x = 0.

Continuidad:

Dentro de las dos ramas la funcion es continua. Veamos qué ocurre en x = 0:
f(0) =0. lim,_,o- 2 = 0.

lim, g+ xIn(x) = 0.

Es continua.

Derivabilidad:

F(07)=1. f/(0") =lim,_,o+(Inz + 1) = —o0.
No es derivable en x—0.

’f(x) es continua en z = 0 pero no es derivable en z = 0. ‘

b) Estudie los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x), asi como los maximos
y minimos relativos.

Tabla de monotonia:

Intervalo (—00,0) | (0,1/€) | (1/e,00)
Signo de f’(x) + - +
Comportamiento de f(x) Ve AV Va

Extremos relativos:
Maéaximo relativo en (0, f(0)) = (0,0).
Minimo relativo en (1/e, f(1/e)) = (1/e,—1/e).

Creciente en (—o00,0) U (1/e,00). Decreciente en (0,1/e).

Maximo relativo en (0,0). Minimo relativo en (1/e,—1/e).

c) Calcule ff f(z)dx.
En [1,2], f(z) = z1n(x). o .

Primitiva (por partes): [z In(z)dr = == —

10

&
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Regla de Barrow:

/12x1n(x)dx [f”gln(:”) - QL =(2In2-1)— (0—1/4) = 2In2 — 3/4.

2 3
/1 f(x)de = 21n(2) — 1

11
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Ejercicio 3. Opcién B. Geometria

Sean las rectas

Lyt2=0 r=2-—2t
x =
= Y Y s=13y=5+42t, t cR.
y—2z24+1=0 :
z =

a) Estudie la posicién relativa de las rectas dadas y calcule la distancia entre ellas.

b) Determine una ecuacién del plano que contiene a las rectasr y s.

c) Sean P y Q los puntos de las rectas r y s, respectivamente, que estan contenidos en el
plano de ecuacion z = 0. Calcular una ecuacion de la recta que pasa por los puntos P y

Q.
Solucién:

a) Estudie la posicién relativa de las rectas dadas y calcule la distancia entre ellas.

Puntos y vectores: =
Recta s: Ps = (2,5,0),ds = (—2,2,1). Rectar: 2=\ = y=2 -1 = z=—(2A—1)—-2 = —2)—1.
P, = (-1,-1,0), d. = (-2,2,1).

— —

Posicién relativa: d, = dg
Paralelas o coincidentes.
Pser?2=—-1-2\ = A=-3/2. 5=-1+2\ = A =3. 0=\ No coinciden. Son paralelas

distintas.
Distancia:
—
P.P; x d,
d(r,5) = d(Py,r) = LLrPs X |
|,
P.Ps = (3,6,0)
i 7k
[N =
PT‘PSX r=13 6 02(6,—3,18)
-2 2 1
|P-Ps x d,| =36 + 9 + 324 = v/369

&0
Il

N

Jr

N

_l’_

—
I

(U]

d(r,s) = \/369/3 = 3v/41/3 = /41

Las rectas son paralelas y distintas. La distancia es v 41 u.

b) Determine una ecuacién del plano que contiene a las rectas r y s.

. z+1 y+1 =z
El plano 7’ contiene P.(—1,—1,0) y los vectores d, = (—2,2,1) y P.P; = (3,6,0). | —2 2 1=
3 6 0

12 (V74
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0 (z+1)(—6) — (y+1)(—3) +2(~12—6) =0 = —6z—6-+3y+3—182=0. —6x+3y — 182 —3 =

0 = 2z—-y+62+1=0.

’Elplanoes7r':2w—y—|—62—|—1=0.

¢) ...recta que pasa por los puntos P y Q.
PuntoP: Peryz=0.A=0 = P(-1,—-1,0). PuntoQ: Q € syz=0. t =0 = Q(2,5,0). Recta

t pasa por Py ). Vector director 1@ = (3,6,0). Simplificado 0; = (1,2,0). Ecuacion paramétrica

(usando Q):
r=249
t=qy=5+2 , 6€R
z=0

La rectaest: (x,y,2) = (2+ 9,5 —{—25,0).‘

13

&
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Ejercicio 4. Opcién B. Probabilidad

Una empresa comercializa tres tipos de productos A, B y C. Cuatro de cada siete productos
son de tipo A, dos de cada siete productos son de tipo B y el resto lo son de tipo C. A la
exportacién se destina un 40% de los productos tipo A, un 60% de los productos tipo B y un
20% de los productos tipo C. Elegido un producto al azar, se pide:

a) Calcular la probabilidad de que el producto sea destinado a la exportacion.
b) Calcular la probabilidad de que sea del tipo C sabiendo que el producto es destinado a la
exportacion.

Solucioén:

Definicion de sucesos: A, B, C: Producto tipo A, B, C. E: Producto exportado.

Probabilidades: P(A)=4/7,P(B)=2/7,P(C)=1/7. P(E|A) =04, P(E|B) =0.6, P(E|C) =0.2.
a) Calcular la probabilidad de que el producto sea destinado a la exportacién. Teorema

Probabilidad Total:
P(E)= P(E|A)P(A)+ P(E|B)P(B) + P(E|C)P(C)

P(E) = (0.4)(4/7) + (0.6)(2/7) + (0.2)(1/7)
P(E)=16/7T+1.2/7+0.2/7=3.0/7T=3/7

P(E) = %

b) Calcular la probabilidad de que sea del tipo C sabiendo que el producto es destinado a la
exportacion. Buscamos P(C|E). Teorema de Bayes:

p(c|p) = ZEIOHC) (E]LCE?EI; ©
P(C|E) = %
14 (V)
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